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По определение, за линейно пространство V над поле F = R или F = C, скаларно произведение
е изображение 〈, 〉 : V × V → F със свойствата 〈v, u〉 = 〈u, v〉 ∀u, v ∈ V , 〈u1 + u2, v〉 = 〈u1, v〉 +
〈u2, v〉 ∀u1, u2, v ∈ V , 〈λu, v〉 = λ〈u, v〉 ∀u, v ∈ V, ∀λ ∈ F и 〈u, v〉 = 0 ∈ F, 〈u, v〉 ∈ R≥0 ∀v ∈ V точно
когато v =

−→
OV ∈ V .

По определение, линейно пространство над полето на реалните числа със скаларно произведение
се нарича евклидово. Също, линейно пространство над полето на комплексните числа със скаларно
произведение се нарича унитарно.

Твърдим, че за евклидово или унитарно пространство V над поле F , следните свойства са в сила:
1) 〈u, v1 + v2〉 = 〈u, v1〉+ 〈u, v2〉 ∀u, v1, v2 ∈ V 2) 〈u, λu〉 = λ〈u, v〉 ∀u, v ∈ V, ∀λ ∈ F

3) 〈−→OV , v〉 = 〈v,
−→
OV 〉 = 0 ∀v ∈ V,

−→
OV ∈ V

4)
〈

m∑
i=1

λiui,
n∑

j=1
µjvj

〉
=

m∑
i=1

n∑
j=1

λiµj〈ui, vj〉 ∀ui, uj ∈ V, ∀λi, µj ∈ F

Доказателство: 1) 〈u, v1 + v2〉 = 〈v1 + v2, u〉 = 〈v1, u〉+ 〈v2, u〉 = 〈v1, u〉 + 〈v2, u〉 = 〈u, v1〉 + 〈u, v2〉
за произволни u, v1, v2 ∈ V

2) 〈u, λv〉 = 〈λv, u〉 = λ〈v, u〉 = λ 〈v, u〉 = λ〈u, v〉 за произволни u, v ∈ V, λ ∈ F

3) За произволен вектор u ∈ V е в сила 0u =
−→
OV , следователно 〈

−→
OV , v〉 = 〈0u, v〉 = 0〈u, v〉 = 0 и

тогава 〈v,
−→
OV 〉 = 〈v, 0u〉 = 0〈v, u〉 = 0〈v, u〉 = 0.

4) От свойствата в определението за скаларно произведение и от вече доказаните свойства,〈
m∑
i=1

λiui,
n∑

j=1

µjvj

〉
=

〈
λ1u1,

n∑
j=1

µjvj

〉
+ · · ·+

〈
λmum,

n∑
j=1

µjvj

〉
=

= 〈λ1u1, µ1v1〉+ · · ·+ 〈λ1u1, µnvn〉+ 〈λ2u2, µ1v1〉+ · · ·+ 〈λmum, µnvn〉 =

= λ1µ1 〈u1, v1〉+ · · ·+ λ1µn 〈u1, vn〉+ λ2µ1 〈u2, v1〉+ · · ·+ λmµn 〈um, vn〉 =
m∑
i=1

n∑
j=1

λiµj〈ui, vj〉

�

По определение, за евклидово или унитарно пространство V , негови вектори v1, ..., vn се наричат
ортогонални ако 〈vi, vj〉 = 0 ∀i, j ∈ {1, ..., n}, i 6= j.

Твърдим, че за евклидово или унитарно пространство, произволни ненулеви ортогонални вектори
са линейно независими.

Доказателство: Нека пространството да е V над поле F = R или F = C, v1, ..., vn са произволните
ненулеви ортогонални вектори и λ1v1+ · · ·+λivi+ · · ·+λnvn =

−→
OV , λ1, ..., λn ∈ F . 〈−→OV , vi〉 = 0 от вече

доказано свойство и 〈
−→
OV , vi〉 = 〈λ1v1 + · · · + λivi + · · · + λnvn, vi〉 = λi〈vi, vi〉 (понеже от дефиницията

за ортогонални вектори 〈vj , vi〉 = 0 ∀i, j ∈ {1, ..., n}, i 6= j). 〈vi, vi〉 = ||vi||2 > 0, то λi = 0 ∀i ∈ {1, ..., n}
и v1, ..., vn са линейно независими. �

По определение, за евклидово или унитарно пространство V и за негов вектор v, дължина на v се
нарича ||v|| :=

√
〈v, v〉≥0 ∈ R≥0, 〈v, v〉 ∈ R≥0.

По определение, за евклидово или унитарно пространство V , негови вектори v1, ..., vn се наричат
ортонормирани, ако са ортогонални и ||vi|| = 1, ∀i ∈ {1, ..., n}.
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Твърдим, че за евклидово или унитарно пространство V над поле F , базисът му e = (e1, ..., en)

е ортонормиран тогава и само тогава, когато 〈ex, ey〉 =
n∑

i=1
xiyi = xty за произволни ex, ey ∈ V с

координати x, y ∈ Mn×1(F ).
Доказателство: (⇒) Щом базиса е ортонормиран, то 〈ex, ey〉 =

〈
n∑

i=1
xiei,

∑n
j=1 ujej

〉
=

=
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyi〈ei, ej〉 =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyi = ( x1 · · · xn )

 y1
...
yn

, където 〈ei, ej〉 =

{
0 за 1 ≤ i 6= j ≤ n

1 за 1 ≤ i = j ≤ n

(⇐) От предположението, следва че

〈ei, ej〉 =
(
0 · · · 0 1 0 · · · 0

)



0
...
0
0
...
1
0
...
0


=

0 · 0 + · · ·+ 0 · 0 + 1 · 0 + 0 · 0 + · · ·+ 0 · 0
+0 · 1 + 0 · 0 + · · ·+ 0 · 0 = 0

и 〈ej, ei〉 = 〈ei, ej〉 = 0 = 0 . Следователно базисът е ортонормиран. �

Твърдим, че съществува алгоритъм (ортогонализация по метода Грам-Шмид), който при евклидово
или унитарно пространство V над F , за линейно независими вектори a1, ..., an ∈ V построява ортогонални
вектори b1, ..., bn : l(a1, ..., ai) = l(b1, ..., bi) ∀i ∈ {1, ..., n}. Също bm = am ∀am ортогонален.

Доказателство: Ще го докажем с индукция по i.
База: n = 1 Избираме b1 = a1.
Индукционна стъпка: Нека a1, ..., ai ∈ V да са линейно независими. То тогава a1, ..., an−1 също

са линейно независими и по Индукционно предположение съществуват ненулеви b1, ..., bi−1 ∈ V :

l(a1, ..., ai−1) = l(b1, ..., bi−1). Търсим bi = ai +
i−1∑
j=1

λi,jbj , където bi е ортогонален на b1, ..., bi−1. Тогава

трябва да е изпълнено 0 = 〈bi, bj〉 = 〈ai, bj〉 + 〈λi,jbj , bj〉 = 〈ai, bj〉 + λi,j〈bj , bj〉 ∀j ∈ {1, ..., i − 1}.
Допускаме, че bj 6=

−→
O и избираме λi,j = − 〈ai,bj〉

〈bj ,bj〉 (скаларните квадрати са неотрицателни) и b1, ..., bi са
ортогонални.

Ако допуснем, че bj =
−→
O , то ai =

i−1∑
j=1

(−λi,j)bj ∈ l(b1, ..., bi−1) = l(a1, ..., ai−1), противоречи на
линейната независимост на a1, ..., ai.

Проверяваме, че l(a1, .., ai) = l(b1, ..., bi): l(a1, ..., ai) = l(a1, ..., ai−1) + l(ai) = l(b1, ..., bi−1) + l(ai) =

l(b1, ..., bi−1, ai). Забелязваме, че bi ∈ l(b1, .., bi−1, a1) и ai = bi −
i−1∑
j=1

λi,jbj ∈ l(b1, .., bi). Ако a1, .., ai са

ортогонални, то и a1, ..., ai−1 също са ортогонални и от Индукционно предположение bm = am ∀m ∈
{1, ..., i− 1}. Тогава за търсеното bi получаваме λi,j = − 〈ai,bj〉

〈bj ,bj〉 = − 〈ai,aj〉
〈aj ,aj〉 = 0, от където bi = ai. �

Твърдим, че за евклидово или унитарно пространство V над поле F , с линейно независими вектори
a1, ..., an и вектор an+1 ∈ l(a1, ..., an), прилагането на ортогонализация по метода на Грам-Шмид върху
a1, ..., an+1 връща bn+1 =

−→
O .

Доказателство: От ортогонализация по метода на Грам-Шмид върху a1, ..., an получаваме ненулеви
ортогонални вектори b1, ..., bn, за които l(a1, ..., an) = l(b1, ..., bn). Търсим bn+1 = an+1 +

n∑
j=1

λn+1,jbj .

Понеже an+1 ∈ l(a1, ..., an) = l(b1, ..., bn), то съществуват µj ∈ F , такива че an+1 =
n∑

j=1
µjbj . Тоест
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bn+1 =
n∑

j=1
µjbj +

n∑
j=1

λn+1,jbj =
n∑

j=1
(µj + λn+1,j)bj . От ортогоналността на bn+1 =⇒ 0 = 〈bn+1, bj〉 =

(µj + λn+1,j)〈bj , bj〉. Следователно µj + λn+1 = 0 ∀j ∈ {1, ..., n} и bn+1 =
−→
O . �

Твърдим, че за n-мерно евклидово или унитарно пространство V с ортонормирана система вектри
e1, ..., ek, ако k ≤ n, то e1, ..., ek може да се допълни до ортонормиран базис e1, ..., ek, ..., en.

Доказателство: e1, ..., ek са линейно независими (лема) и можем да ги допълним до базис
e1, ..., ak+1, ..., ak (твърдение). От ортогонализация по метода на Грам-Шмид върху този базис получаваме
ортогонални вектори b1, ..., bn, за които bj = ej ∀j ∈ {1, ..., k}, които също са базис (теорема).
Полагаме ||bi|| :=

√
〈bi, bi〉

≥0
, ei :=

bi
||bi|| ∀i ∈ {1, ..., n} и получената система вектори e1, ..., en е линейно

независима (лема) и ортонормиран базис (теорема). �
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